Profesor: Vicente Toledo Tolsada Departamento de matematicas

Propiedades sucesion de Fibonacci

a _2+a +1

1. an - #
2

Demostracion:

Aplicando la definicion de la sucesién sabemos que a,.; = a,.1 + an, luego:

an_2+an+1 _ an_2+an_1+an _ an+an _ Zan _
2 o 2 =72 T2 T cqd

2. autatazt...ta=ame -1
Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.
e Veamos se cumple para n=1
ap=a —1
a;=az-1
1 =2-1 se cumple
e Supongamos que es cierto para n
ataxtazt...ta,=aw —1
¢ Veamos se cumple para n+1
gt axtagt ... +ant anm= Qpere — 1
Como se cumple para n, tenemos que:
aniz — 1 + ani1 = 8y — 1, simplificando

an+2 + an+1= ansz , l0 cual es cierto por como se define la sucesion. cqd
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3. aqytazt+tast ... +ax.1=an
Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.
e Veamos se cumple para n=1

ad; = dx.g
a; = a, , esdecir, 1=1secumple

e Supongamos que es cierto para n
a;taztast...+ax:=an

e Veamos se cumple para n+1
ataztast ... +azxit azxa= azney
Como se cumple para n, tenemos que:

asnt a1 = Aone2, 10 cual es cierto por como se define la sucesion. cqd

4, a,+ast+tagt ... +a=axna-1
Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.
e Veamos se cumple para n=1
a =az1-1
a, = az-1, esdecir, 1 =2—-1 se cumple
e Supongamos que es cierto para n
A+t astagt ... +ay=ang-1
e Veamos se cumple para n+1
At astagt ... + Ay o= Axperyrr -1
Como se cumple para n, tenemos que:
Aon+1 -1+ @one2 = Aonsz-1, simplificando

Aon+1 + A2ns2 = A2ne3 10 cual es cierto por como se define la sucesion. cqd
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5. a;’+ @+ azg’+ ... +a°=a, - sy
Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.
e Veamos se cumple para n=1
a;>=a; - ay esdecir, 1 = 1- 1 se cumple
e Supongamos que es cierto para n
a1 ’+ a,’+ ag’+ ... +a, = a, - anm
e Veamos se cumple para n+1
ay %+ ap+ az’+ ...+ a+ apn’ = any - An+1)+1
Como se cumple para n, tenemos que:
@ - Bna1t @i’ = @ - @nsz |, SACO factor comun
Ans1 (@n + @ne1)= @nar - Anep Por definicion a, + an = ans2 , luego

An1  @ns2= Ane - Ansz CQd

6. ay— axtaz—as+ ... +ay1—axm=1-asn

Demostracion:

Sabemos que:

ataztast...+axi1= axn

A+t astagt ... +ay=ang-1

Ordenando los términos tenemos que:

a;— a,taz—azt ... +tay—ap=(as+tas+tast...+ay)—(@xtaztast...+ay)=

= @ — (azne1-1) = agn — (Aznat @zn) 1= —apa+1l =1- a8z cqd
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7. &, rQui— Qp1 - Ano2 = Aona

Demostracion:

Usando la propiedad 5, tenemos que:

(a1 %+ ap %+ az?+ ... + a,0) — (A 2+ ap 2+ @z °+ ... + ap,’) = ap., simplificando queda

2 2 _
an1 +an = azna qu

8. a4 =5a,+ 3ay
Demostracion:

Aplicando la definicion de la sucesion sucesivamente hasta expresar todos los
sumandos como a, y a,; tenemos que:

An+4 = Ap+2 + An+3= An + an+1 + An+1 + dn+2 = QAn + an-1 + an + an1 + an + an + An+1 =

= apt apitat auta, + at aan+ta,=5a,+ 3a,1 cqd

9. An+z = 2 a‘n+1'|' an
Demostracion:
Aplicando la definicion de la sucesion tenemos que:

AQn+z = Aps1t Aps2 TAnett Ant @ner = 2 ane1 + a5 €cqd

10 an+4 = 3 an+]_+ 2 an
Demostracion:
Aplicando la definicion de la sucesion tenemos que:

Anea = Anizt Anez = Ant Aner T Anaat Ansz = 8nt Apsg + Anat Ant 8 = 3 Ane +2 @, Cqd

11. aws =5an+ 3 a, (esla misma que la propiedad 8 cambiando n+1 por n)
Demostracion:

Aplicando la definicion de la sucesién tenemos que:

anss = Ans3+  Ansa Y USando las propiedades 9 y 10 tenemos que:

Qnss = Anszt A= 2amta,+3at 2a,= S5a,+ 3a,cqd
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12. @psm = @n1 - @nt Ay ams+1 (Generalizacion propiedades 9, 10y 11)
Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion. Fijamos n y lo probamos para los valores de m.
¢ Veamos se cumple para m=1
8n+1 = App.art ap aiw
an+1 = an1.a1t @, a; , como a; = a, =1 se tiene que
an+1 = an1.+ a, locual es cierto por como se define la sucesion.
e Supongamos que es cierto para my m+1
param: apim = Api.8mt An Ams
para m+1: @nme1) = @n1.8mert @n &meny+1 , €S AECIH, Apimer = An1.8msrt an
Am+2
¢ Veamos se cumple para m+2
An+(m+2) = An.1.8m+2t An. m+2)+1 4 €S decir, An+m+2) = an1.8m+2t An. Amsz
Por definicion, an«m+2) =ansm + ansme+1)
Usando las hipétesis de que es cierto para m y m+1, tenemos que:
8n+m+2) = An+m Tt Ansm+1) = 8n1.8mt 8n 8msr t 8n1. 8meart 8n 8miz T

=apg - (am+ am+1) + an- (am+1 + a-m+2) =an1 - Am+2+An* Am+3 qu

13.  ap® — ani’=ann

Demostracion:

Sabemos que anim = an1 - 8mt ay ams (Propiedad 12) si m=n tenemos que:
A ZQnan = Ani - Ant Anr Ana= At ( Anat Apey) =%

COMO an+1 = anaqt a,, Si despejamos a, tenemos que a,= an+1 — an1, Sustituyendo
queda:

*= (@ps1 — Ana)- ( @nat @ne1) = A’ — ans’ (Usando la identidad notable) cqd.
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14. an,® + a,/= agm

Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.
e Veamos se cumple para n=2
As1° + @’ a2,
a® + 3-22:33

12 +1% = 2 se cumple

e Supongamos gue es cierto para n

2 2 _
an-1 + an = dzn1

e Veamos se cumple para n+1

2 2_
An+1)-1 T Anel” T Qo)

2 2
an” + aAp+1 = Azner, COMO Apn+1= A2p1 T A2

an’ + @nr’ = Aona+ Ao

usando la hipétesis de induccion azn.1= an1® + an

tenemos que :

an’ + ami’= ani’ + a.’. ay, despejando a,, tenemos que

ani1’ — Anii-ax que es la propiedad 13.

Luego la propiedad 14 es cierta. cqd
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1
15. az + ag+... + agnzz'(agm.z'l)

Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.

e Veamos se cumple para n=1
1
as = 3 (az142-1)
1
az =3~ (as-1)
2= % - (5-1) secumple.

e Supongamos que es cierto para n

1
ag + agt+ ...+ a3n=;'(asn+2'1)

¢ Veamos se cumple para n+1

1 .4 . . ..
A3 + @pt ...+ Az T Azuen =3 (aspn+1)+2- 1) usando la hipdtesis de induccion

%- (Agne2- 1) + agpeny = % - (asn+s- 1) , multiplicamos toda la expresioén por 2
(Agne2- 1) + 2-azp+1)= (Asn+s- 1) simplificando

Aazne2t 2-@3n3 = Asznss, alreglamos los subindices

Azns2t 2-Ane2)r1 = Aane2)+s €Sta igualdad es cierta por la propiedad 9 que dice:

ans =2 anat a,, basta con cambiar n por 3n+2. cqd
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16. an+22 - an+12:an " An+3
Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.
e Veamos se cumple para n=1
a1+22 - a1+12= ai - A3
2 2 H 2 2
az;” — a,"=a; - a4. Esdecir,2°-1°=1 -3 se cumple.
e Supongamos que es cierto para n
2 2 _
An+2 — Ap+1 = Qn " An+s
e Veamos se cumple para n+1
2 2 H 2 2
Aenyr2. — Anenyrs = Aper - Aaayra €S OECIN, Anvg™ — Ansa” = 8ns1 * Anea

En este caso, vamos a desarrollar ambos miembros hasta obtener la misma
expresion.

1r miembro:

2 2 _ 2 —
An+3 — Ap+2 T Qn+3 - Anez— Ape2.Ane2= (an+1+ An+2 ) — Qnp+2- (an + a‘n+1) -

2 2 —
ans1 T 2: An+1 "@ni2t Ape2” — 8nez 8p — Ape2 "Ans1 =

2 2
Ans1”+ 2- Ay Apen T+ (an + an+1) — Qp+2 "An — Qne2 "An+1 =

— 2 2 2 —
=ane t 2 An+1 "Ani2t A0 4+ 2an .Gn+1+Qn+1 — Ane2 "8n — Ans2 "Qne1 =
— 2 2 - —

=2 Ane1t An t Aper Ap2 T 2an .Qp+1— Bp+2 Q=

— 2 2 . —

=2 Anert A"t Aper Ania T 2an . Qn+1— (an + a-n+l) "an =

— 2 2 - 2 —

=2 Ans1t An + Apsr Apezt 2an ~Aps1— An —@ap+1 AN =

2 an+12+ Ant1 Anezt n . 8Bn1= 2 an+12+ Aner (@0t Ane) * Ap AR =

2 Qnsa™F Aney 8n + Aner” F An cBne1= 3 Aner F 28neg 80 = Anit ‘(Bant 2ay)
2° miembro:

An+1 * @nea = Anat * (@nez + @nez) = Qe - [(@n F Aner )+ (Qnes + Ane2)]=

= ans1 - {[an + Ansa]t [Anes + (A + Ansd)]}= @ner - (280 + 38041)

Ambas expresiones son iguales, la propiedad es cierta. cqd
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17. ap - ana— a’=(-1)" (Identidad de Cassini)
Demostracion:
Utilizaremos el método de induccion.
e Veamos se cumple para n=2
Qi1 - 81— A =(-1)°
2
Az a— =1

2.-1-1*=1 secumple.

e Supongamos que es cierto para n
2 n
An+1 * Ana— &y =(-1)
¢ Veamos se cumple para n+1

n+1

Qe * Qmenya— e’ =(-1)™", es decir
An+2 * An— an+12:('1)n+l

Usando la definicién de la sucesion y aplicando la hip6tesis de induccion,
tenemos que:

(ah+an1) " an— @ Apa=(an+ 1) - @— (@pat &) A1 =
:(an'an+an+1'an) - (an-l'an+1+an'an+1 ): Apn-8p — Gp1 - @per =

=a,” — 81 @ = —(An1 - A — &) = —(-1)" = (-1)™* cqd
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18. a;-a,+a, - ast ...+ Aoy Ay = Aoy’
Demostracion:
Haremos una demostracion geométrica.
Los términos de la sucesion de Fibonacci son:
1,1,2,3,5,8,13, 21...
Si dibujamos rectangulos de dimensiones: a; y ay;
a,yaz; asyas.. Ylos disponemos como la figura de
la derecha, podemos comprobar que al sumar las areas
de los rectangulos que van formando cuadrados,
se cumple la propiedad.
Demostremos los 4 primeros casos:
e n=1
a;-az= a2-12
1-1=1% se cumple
e n=2
8y @+ 8y At Az A= Ay
1-1+1-2+2-3=3% secumple
e n=3
ay-8+a - agt A3t as-Ast As- 85" Apg’
1-1+1-2+2-3+3-5+5.8=8%se cumple

e N=4

8y -8+ 8y Azt Az A+ Ay A5t As- Qg+ Qg - Ayt A7 - Ag= Ay’

1-1+41-2+2-3+3-5+5-8+8-13+13-21=21 se cumple

Departamento de matematicas

10
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19. El limite cuando n tiende a infinito del cociente de dos términos consecutivos es el
ndmero aureo.

. Qn41
lim === = 0}
n—»>oo an
. . 1++/5
Recuerda: el numero aureo es ¢ = [>1 y % =

2

Ademas: -1<¢’=_75<1 y ¢'°=0

Demostracion:

Para su demostracién utilizaremos el término general de la sucesién de Fibonacci.

1E\"_(1-35)"
Estees:anz( z >\/§( 2>

Calculemos pues el limite:

(L\/g)n+1_(1_\/§)n+1

e TR e
2 2 2 2
V5
V5 n+1 __\/— n+1
= lim (L5> — lim (125) =

T R

_ (145 . (Hf)n 0o _

) gy =

_(1+V5) . (1B .. ~
(55) (5)

=(1+x/§)_ lim 1 (1+\/§) L (1+\/§)= ¢ cqd

n—oo (1—\/§)n 2
1- 2
(1+v5)

11
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20. El limite cuando n tiende a infinito del cociente de dos términos consecutivos es el
inverso del nimero aureo

. an __
lim, o —=

1
n+t1 ¢
Demostracion:

an+1
an

. a .
lim,,,—— = lim
An+1 n—-oo

21. El limite cuando n tiende a infinito de dos términos alternos cumple:

R 1
im =—
nsody, G+ 1

Demostracion:

! ! L cqd

- Gniitan a =
limp 0 n+a1 2 limpeo Z+1+1 d+1
n n

. a . 1
lim — = lim =
n=eo an42 n—oo aZ:;Z

22. El limite cuando n tiende a infinito de dos términos alternos cumple:

a
lim ——=¢ +1

n=ody_s

Demostracion:

An-1tan—2 a

limy, e —2 = limy 0 = limye =2 +1=¢ + 1 cqd
an-2 an-2 an-2
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