Unité 2 : Des nombres réels Mathématiques 3™ ESO

UNITE 2 : DES NOMBRES REELS

1. Des puissances de nombres rationnels

Définition :
Si a est un nombre relatif et si n est un entier supérieurou égala2: a"=axax..xa

. - 4 a
Le nombre n de I'expression 4" est appelé « exposant ». e et

Exemples :
34=3x3x3x3=-81 (-5P=(-5)x(-5)-25
On lit « 3 puissance 4 » ou « 3 exposant 4 ». On it « —5 puissance 2 » ou « —5 exposant 2 »

2. Propriétés des puissances

Siaest un nombre relanf:  a'-a
Sia est un nombre relatfnonnul - & =1
Exemples : :
5-5 -3y --3 'E]=E

) 5/ 73
591 -3y -1 fE] =

|3,

Produit de puissances
Pour calculer le produit de deux puissances d’'un méme nombre, il suffit de faire la
somme des exposants.
Exemples :
2 x28- 225- 2 (-3)*x (-3) = (3)** = (37

Pour calculer le produit de deux puissances d’'un méme nombre, il suffit de faire la
somme des exposants.
Exemples :
22 -, 23 - 21.3 = 25 (_ 3)4 x (_ 3)2 — (_ 3)4'2 - (_ 3)6
Preuvede: 22x23-2°
2% x 2% est le nombre obtenu en multipliant 2x2 par 2x2x2 .
: p 2’2’%‘! p 3)(&!::!
C’est donc le produit de 2 + 3 facteurs égaux a 2.

Cestdonc: 222

Il:H..l(l"I'I’E!*'.IT DE PUISSAMNCES

Pour calculer le quotient de deux puissances d’un méme nombre, il suffit de faire la
différence des exposants.

Exemples :
x (-3
S 3-8 _ 3.5 _ 98 — (3 o]
= =D
TPUISSANCE D'UNE PUISSANCE

Si n et m sont des entiers relatifs : (10* | =10
Exemples :

(10 =10 =10®  (10?) =10 =10
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'PUISSANCE D’'UN PRODUIT

Pour calculer la puissance d'un produit, il suffit de calculer le produit des puissances.
Exemples :

(2x3) = 2 3 Wxy'= 472!
T s et e puithinces H’_rl bl i dn passances
o o
"PUISSANCE D’UN QUOTIENT
Pour calculer la puissance d'un quotient, il suffit de calculer le quotient des puissances.
a3
Exemples : |2' -2
\5) a0
e
: = petnonces

Signe d’une puissance
* Sia est positif: " est positif
* 5i g est négatf:
- 51 A est pair : g" est positif
+ si m est impair : & est négatif
Exemples :
2% est positif car 2 est positif.
(- 5 est négatif car- 5 est négatif et 7 impair.

(- 3)* est positif car - 3 est néganfet 2 est pair.

Puissances d’exposant négatif

Définition :

Si a est un nombre relatif non nul et n est un entier positif: " et @ " sont inverses.

Autrement dit: " =—, ou encore a" =
a

-n °
Exemples : £
a2 11 - 1 1
3 gas 23— — (1)
79 G 0= =10
4 1
at==
a
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3. Les puissances de 10 et la notation scientifique

Effectuez les calculs suivants :

100
1000

10x10x10x10x10 = 10000
10x10x10x10x10x10 = 100000
10x10x10x10x10x10x10 = 1000000
10x10x10x10x10x10x10x10 = 10000000
10x10x10x10x10x10x10x10x10 = ...
10x10x10x10x10x10x10x10x10x10 = ...

Remarques : Si nous essayons d'écrire les résultats sous la forme « d’écriture
décimale », les calculs deviennent longs et nous nous retrouvons face a un probléme

de place pour écrire. A partir d’'un certain rang, la calculatrice nous donne le résultat
sous la forme « d’écriture scientifique ».

Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

Nous noterons pour plus de facilité dans les calculs :

10" = 10x10x10x ......... x10><10><10| = 1|000 ......... 000

Ily a n facteurs Ily a n zéros

Cas particuliers : 10 =10 et 10° =1

Exemples :
102 = |10 x 10 |= 1{00 [ 2 zéros
2 facteurs

1012=|10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x10x10H 12 facteurs

10'2 = 1[000 000 000 000 | 12 zéros

- 10" se lit : « dix puissance
n»
- mais aussi « dix exposant
n »,
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Maintenant, effectuez les calculs suivants :

0,01

0,001

0,1x0,1x0,1x0,1x0,1 = 0,0001
0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1 = 0,00001
0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1 = 0,000001
0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1 = 0,0000001
0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1x0,1 = ...

Remarques : Si nous essayons d’écrire les résultats sous la forme « d’écriture
décimale », les calculs deviennent longs et nous nous retrouvons face a un probléme
de place pour écrire. A partir d’'un certain rang, la calculatrice nous donne le résultat
sous la forme « d’écriture scientifique ».

Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

Nous noterons pour plus de facilité dans les calculs :

10" =10,1x0,1x ...evenennnn x0,1 x0,1 | = 0,|000 ......... 001

Ily a n facteurs Iy a n décimales
Cas particuliers : 107 = 0,1 et 10°=10°=1

Exemples :
10° =] 0,1 x 0,1 x 0.1|= 0,|001
|
3 facteurs 3 décimales

10 =01 x 0,1 x 0.1 x 0.1 x 0.1 x 0,1 x 0.1 x 0.1 x 0.1 x 0.1 [~*{ 10 facteurs
10-'° = 0, D00 000 000 1|—| 10 décimales

Nous pouvons remarquer que :

107 =0,0001 - !

- ~ 10000 10°
Cela se généralise quelle que soit la puissance de dix,

10" = -
guel que soit le nombre entier relatif n : 10
De plus :
_ 1 10"

10"x107" =10" x = =1

10" 10"

Quel que soit le nombre entier relatif n : 10™ est I'inverse de 10".
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Un nombre en notation scientifique est un nombre écrit sous la forme d’'un produit de
deux facteurs :

e le premier facteur est un nombre décimal a tel que 10 >a =1

¢ |e deuxieme facteur est une puissance de 10

Exemple 1:
Ecrire 23 643 en notation scientifique.
Dans 23 643 la virgule est a la fin: 23643,0
Déplacer la virgule entre le 2 et le 3;
2,36430
Ce nouveau nombre respecte une des deux conditions,
1<23643<10
mais il n'est pas égal a 23 643

Pour le rendre égal & 23 643, il faut le multiplier par 10 000.
23643 = 2,364 3 X 10 000 c'est-a-dire 104.
23643 = 2,364 3 X 104
4 soit le nombre de positions traversées par la virgule.
Exemple 2:
Ecrire 0,000 034 en notation scientifique.
Déplacer la virgule entre le 3 et le 4;
000003,4
Ce nouveau nombre respecte une des deux conditions,
1<3,4<10
mais il n'est pas égal a 0,000 034
Pour le rendre égal & 0,000 034, il faut le multiplier par 0,00001.
0,000 034 = 3,4 X 0,00001 c’est-a-dire 10°.
0,000 034 = 3,4 X 10°
5 soit le nombre de positions traversées par la virgule.
Remarque:
Déplacer la virgule vers la gauche, fait augmenter I'exposant de la base 10.

236430=23643,0 X 100=2,3643 X 104

Déplacer la virgule vers la droite, fait diminuer I'exposant de la base 10.
0,000034=0,000034 X 100=3,4 X 10-5

Exercice:

Transforme les nombres suivants en notation scientifique:

a) 156 000 b) 234 000 000 000 000 c) 946 080 000 000 000 000 d) 0,0456
e) 0,000 000 12 f) 0,000 000 000 000 000 000 160 218 g) 0, 000 000 000 456

A Tlinverse, si le nombre est écrit en notation scientifique, on I'écrira en notation
décimale en procédant selon ce raisonnement:

1,5X10-3 =1,5 X 0,001 =0,001 5

Exercice:
Transforme les nombres suivants en notation décimale:

a)1,27 X106  b)4,5869 X 103  ¢) 2 X 1010 d) 3,475 X 1020
e) 2,5 X 10-3 f) 1,897 X 10-10 g) 2,49573 X 10-12
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Les opérations effectuées avec la notation scientifique se regroupent en deux
catégories:

1) la multiplication et la division;

2) I'addition et la soustraction.

Chaque catégorie posséde ses propres regles de fonctionnement.

Exemple: Exemple:

Calculez : 2 X 10° X 3X 10° Calculez : 4X 10° + 2 X 10°

A. On pourrait transformer ces A. On pourrait tra_nsforfngr ces
quantités en notation décimale: quantités en notation décimale:

200 X 3000 400000 + 200

Calculer: 600000 Calculer: 2_000 _ o
Reconvertir en notation scientifique: 6 X | Reconvertir en notation scientifique: 2
10° X 10°

Cependant, pour de trés gros nombres, | Cependant, pour de trés gros
le procédé peut étre long. nombres, le procédé peut étre long.

B. Il est plus rapide d'utiliser certaines | B. Il est plus rapide d'utiliser certaines

lois sur les exposants lois sur les exposants
2X10* X 3X10° 4X10° + 2X10°
Multiplier les nombres Multiplier les nombres
accompagnant les bases 10. accompagnant les bases 10.
2X3=6 4+2=2
: Multiplier les bases 10 selon : Multiplier les bases 10 selon
la loi de la multiplication des bases la loi de la multiplication des bases
semblables: semblables:
- on récupére la base; - on récupére la base;
- on additionne les exposants; - on soustrait les exposants;
102 X 10° = 10%*3=10° 10° + 10% =10°%=10°
On regroupe le tout: On regroupe le tout:
6 X 10° 2 X 10°
Pour de tres gros nombres, le procédé | Pour de trés gros nombres, le
est plus rapide. procédé est plus rapide.
Exemple: 2X 10®° X 4X10° = Exemple: 15 X 10° + 5X10° =
8 X 1014 3 X 102
Attention:

La loi concernant la multiplication et la division de nombres positifs et négatifs
s’appligue aussi en notation scientifique.
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Exemple : Calculez: 4 X 105 + 2 X103

A. On pourrait transformer ces quantités en notation décimale:
400 000 + 2000

Calculer:402000

Reconvertir en notation scientifique: 4,02 X 109

B. Pour additionner et soustraire des nombres écrits en notation scientifique, la régle
est quelque peu différente.

Pendant le calcul, la condition 1 < a < 10 ne s'applique pas.

Il faut écrire les nombres avec la méme puissance de 10.
4X105 + 2X103

Transformer le plus petit des nombres:

4X105 + 0,02 X105

On additionne alors les nombres accompagnant les bases 10;
4 +0,02=4,02

On récupére la puissance de 10 sans la modifier:

4 X 105+ 0,02 X 105

On regroupe le tout:

4,02 X 105

Attention:La loi concernant I'addition et la soustraction de nombres positifs et négatifs
s’appligue aussi en notation scientifique.

4. Des nombres réels

Nombres réels (R) : lls sont I'ensemble formé par I'union des nombres rationnels
relatifs et irrationnels relatifs

5. Des approches et des erreurs

Arrondis et troncatures
valeur exacte : un nombre n'a qu'une valeur exacte. Si le nombre présente un série de
chiffres apres la virgule qui semble infinie sur la calculatrice, le mettre sous la forme
d'une fraction, d'une racine carrée, d'une puissance.

valeur approchée : un nombre peut avoir plusieurs valeurs approchées. Cette valeur
peut étre arrondie ou tronquée.

TRONCATURE :

Troncature : on ne conserve que les valeurs qui nous intéresse sans autre
préoccupation.

Faire la troncature d'un nombre, c’est couper ce nombre a un rang donné.

Ex : faire une troncature au centieme, (on dit aussi a 0,01 ou a 10-2), c’est couper le
nombre a deux chiffres a droite de la virgule.

Exemple: le nombre 7t .

On sait que ce nombre n'est pas un nombre décimal. On ne connait pas le nombre de
chiffres qui composent sa partie décimale. On a I'habitude de donner une valeur
approximative avec 5 ou 6 chiffres dans cette partie décimale.

C'est ainsi qu'on écrira  ~ 3,14159
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Pour faire une troncature au centiéme de ce nombre, coupons-le a deux chiffres apres la
virgule.
3,14159

Partie tronquée
La partie tronquée de 3,14159 est 3,14
3,14 est une valeur approchée par défaut. Cette valeur est inférieure a la valeur du

nombre 7 .
3,15 (valeur obtenue en ajoutant 0,01 a la valeur tronquée) est une valeur approchée par
exces
a 0,01 pres.
Ona3,14<n<315
Valeur approchée par défaut nombre valeur approchée par excés a 0.01 prés
: la valeur approchée par défaut correspond a la valeur tronquée.
Dans cet exemple, la différence entre la valeur par exces et la valeur par défaut est 0.01.
(Puisque I'on a fait une troncature au centiéme.)

* % %

ARRONDIR UN NOMBRE

Arrondi : il faut tenir compte du chiffre qui suit. En présence d'un chiffre supérieur ou
égal a 5, on prend le chiffre supérieur.

Pour arrondir un nombre a un rang donné :

s on fait une troncature,

« on regarde le chiffre qui est juste apres cette troncature (début de la partie qu'on
élimine):

o si la partie enlevée commence par 0—1 -2 — 3 -4 on prend la valeur tronquée,

o si la partie enlevée commence par 5—-6 —7 — 8 — 9 on prend la valeur tronquée a
laquelle on ajoute 1 au chiffre le plus a droite.

Exemple : 7,18342 a pour valeur arrondie 7,18 a 0,01 prés On a 7,18 342

Partie tronquée partie éliminée, L@ partie eliminée commence par 3, par conséquent la valeur arrondie
est 7,18

7,18715 a pour valeur arrondie 7,19 a 0,01 pres Ona 7,18 715

Partie tronguée partie éliminée, elle commence par 7 L partie éliminée commence par 7, par conséquent on «
ajoute 1 au chiffre le plus a droite », et la valeur arrondie est 7,19. * * *

VALEURS APPROCHEES : Pour donner la valeur approchée d’un nombre, on
arrondit ce nombre a la valeur la plus proche (voir ci-dessus). On peut alors donner une
valeur approchée par défaut ou par excés. Cela permet d’encadrer un nombre.

En effet pour encadrer un nombre, il faut écrire ce nombre entre deux valeurs : Une
inférieur au nombre et I’autre supérieure au nombre. 1l y a évidemment plusieurs
réponses possibles. Exemple du nombre 7,18342 On peut avoir : Mais aussi, pourquoi
pas : La meilleure consiste a donner les valeurs approchées par défaut et par exces. Pour
I’exemple précédent, on aura : * * *

ORDRE DE GRANDEUR : C’est en utilisant les encadrements qu’on peut donner
un ordre de grandeur aux nombres. Cet ordre de grandeur n’est pas une valeur exacte. Il
dépend de I’utilisation qu’on veut en faire. Exemple a propos de 7,18342 : Un ordre de
grandeur de ce nombre peut étre 10 ou 5, tout dépend si on veut optimiser ou
minimiser le nombre.
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Nombre Arrondi Troncature

alpres = a l'unité 14,8753 15 14
a0,lpres =audixieme 14,8753 14,9 14,8
a 0,01 pres =au centieme 14,8753 14,88 14,87
a 0,001 prés = au millieme 14,8753 14,875 14,875
Arrondi en présence d'un 5 :

Nombre Arrondi Troncature
a l'unité 9,5 10 9
a 0,01pres 6,854 6,85 6,85
a 0,01 prés 6,855 6,86 6,85
a 0,01 prés 6,856 6,86 6,85

Erreur absolue et erreur relative
L'erreur absolue est : E,|valeur approchée - valeur réelle|

L'erreur absolue mesure l'imprécision sur une mesure que nous effectuons.

Elle est appelée absolue, car elle est le résultat de la valeur absolue de la différence

entre

e d'une part la valeur réelle de la grandeur que I'on mesure

o et d'autre part une valeur de référence que nous avons choisie comme une bonne
approximation de celle-ci.

Elle est donc toujours un nombre positif.

Siil n'y a pas de valeur absolue I'erreur peut étre :
- positive, alors la valeur approchée est supérieure a la valeur exacte (on parle
d'erreur par exces)
- ou négative, alors, celle-ci est inférieure (erreur par défaut).

Par exemple, si nous souhaitons mesurer une longueur en centimeétres et que cette
longueur est supérieure ou inférieure de moins de 0,5cm a une valeur de référence a
en centimeétres, on a :

[a-x| <0,5

Ce qui se traduit par un intervalle de valeurs pour x (valeur réelle de la longueur) :
Soit: 0-0,5 < x < a+0,5

Ou encore : x est dans l'intervalle [ a-0,5 ; a+0,5 ]

On utilise I'erreur absolue pour calculer I'erreur relative.

_ |valeur approchée - valeur réelle|
L'erreur relative est : E,= -
valeur réelle
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valeur approchée - valeur réelle

valeur réelle
(respectivement de diminution) qui, lorsqu'on I'applique a la valeur exacte, donne la
valeur approchée.

En fait,

x100, il s'agit d'un pourcentage d'augmentation

6. Représentation des nombres réels

On sait représenter sur la droite réelle des nombres rationnels (naturels, entiers,
décimaux fini et périodiques), Mais comment peut-on représenter les nombres
irrationnels ? on peut les représenter approximativement. Cependant les racines
carrées, on peut les représenter exactement. Pourquoi ?

Parce que la racine carrée d’un nombre positif, en géométrie, par définition, celle-ci
peut se représenter aussi par le coté d'un carré d'aire égal au radicande.

Une aire étant toujours positive, on ne peut donc pas concevoir un

carré négatif.

Il serait donc impossible d’extraire la racine carrée que d’'un nombre négatif !?!
Exemple :

Pour représenterﬁ, il faut faire appel au théoreme de PYTHAGORE.

Il dit que dans un triangle rectangle, la somme des carrés des c6tés
égale le carré de I'hypoténuse. L’hypoténuse est le cété le plus long
a2+b2=c?

sia=lethb=1

alorsl+1=c?

soitc2=2 ou c=+2

V2 peut donc se représenter par la diagonale d’'un carré de cété 1.

7. Des intervalles

On appelle intervalle réel un ensemble de nombres délimité par deux nombres réels
constituant une borne inférieure et une borne supérieure. Un intervalle contient tous les
nombres réels compris entre ces deux nombres.

Soient deux réels a et b tels que a < b. Le tableau ci-dessous résume les quatre types
d’intervalles bornés.

10
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L'intervalle | est 'ensemble des | Représentation
noté : réels x tels que : (en rouge) :
[a;b] a<x<h St
[a;b[ asx<b -ar b
la; 8] a<x<bh LN 1.1
Ja; 8] a<x<b o

Soient a et b deux réels. Le tableau ci-dessous résume les quatre types d'intervalles
non bornés.

L'intervalle | est 'ensemble des | Représentation

noté : réels x tels que : (en rouge) :
[a;+o0 xza ag

Ja; +oo] x>a S —
J-0:5] x<b 32
Jo0: 8] x<b b

- Des ensembles des réels inférieurs ou supérieurs a une valeur

11
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Sont Ne sont Sont Ne sont
compris pas compris pas
dans compris dans compris
lintervalle dans lintervalle dans
[3;7] : | lintervalle [-1;2[: | lintervalle
[3:7] : [-1;2[:
3 2,99 1 g 2
4,178 8§ tw 0 Ty
p 1,5 ;
7 o 75 -0,9 4 2.8

Parmi les intervalles bornés, on distingue :
Jas ]
[a:5]

[ les intervalles ouverts :
[] les intervalles fermés :

|a;b] et |a;b]

0 les intervalles semi-ouverts (ou semi-fermés) :

[a;b] [C;d]
L’'intersection des intervalles et

[a:6]  [e:d]

est I'ensemble des x réels a la

fois dans les intervalles

En mathématiques, on note l'intersection de deux intervalles par le signe suivant

N

(prononcé “inter”)

Soient a, b, ¢, et d : quatre réels tels que I'intersection | entre ces deux intervalles
définis se note de facon

12
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équivalente :

I =la;b]lN|c;d] ou I =|c;d]|N]a;b]

Exemples :

v 2€[0;4]n[1;5] car 2€[0;4]et 2€[1;5]
% 0,8¢[0;4][1;5] car 0,8¢[1;5]
x  5¢[0;4][1;5] car 5¢[0;4]

Pour déterminer I'intersection de deux intervalles, on représente ces deux
intervalles sur le méme axe gradué et on repére la partie commune a ces deux
intervalles.
Exemple :
Déterminons [O ; 4] f'\[l ; 5]
_ [0:4]

"

rl:-

[1:5]

[0;4]~[1;5]=[1:4]

(r est repassée en bleu)

Remarqgue : l'intersection de deux intervalles est parfois 'ensemble vide car il y a un

trou entre les deux intervalles. Par exemple [1,3] N [4,7]= ]

[a;b] [c;d]
La réunion des intervalles et

[as5]

est I’ensemble des x réels qui est

[e;d]

soit dans l'intervalle oit dans I'intervalle

13
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O

En mathématiques, on note I'union de deux intervalles par le signe suivant :
(prononcé “union”)

Soient a, b, ¢, et d : quatre réels tels que alL’'union U entre ces deux intervalles définis
se note de facon équivalente :

U =|a;b]u]c;d] ou U =|[c;d]Ula;b]

Exemples :

v 0,8€[0;4]U[1;5] car 0,8¢[0;4]
v 4,3€[0;4]U[1;5] car 4,3¢[1;5]
x 6¢[0;4]U[L;5] car 6¢[0;4]et 6¢[1;5]

Pour déterminer la réunion de deux intervalles, on représente ces deux
intervalles sur le méme axe gradué et on repére les points du premier intervalle
plus tous les points du second intervalle.

Exemple :

Déterminons : [O;4]u[1;5]
[0;4]

pres

=
L+ .t & ¥

UL
i

1;

[0;4]U[1;5]=[0;5]

(r est repassée en bleu )

14



